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Bevezelés

A terbeli hasonlosagi transzformacio, ktlénésen a térbeli tdjekozas az
egyik legfontosabb és legkritikusabb feladat a geodéziaban,
fotogrammatriaban, navigacioban, lézerszkenner és LIDAR meéresek
feldolgozasaban, robotkar manipulalasaban, anibacioban és szamos mas
tertleten.

A térbeli adatokhoz helymeghatarozo adatok kapcsolodnak, amelyeket
koordinatakkal adunk meg.

A koordinata rendszer alapja egy geodeziai datum, amely meghatarozza a
Fold méretét és alakjat, a koordinata rendszer kezdbpontjat és tajekozasat.
A Fold terképezesehez hasznaljuk az el6zb6ekben definialt koordinata
rendszert.

A geodézial datumok sokasaga létezik, hiszen minden orszag kiilénb6zo,
sajat datumot alkalmaz. Példaként emlithetjik Magyarorszagot, ahol
geodéziai datumtranszformaciot hasznalunk az EOV és GK rendszerben
adott alaphaldzati pontok koordinatainak WGS84 rendszerbe tértéené
transzformalasahoz.



Bevezelés

A hasonlosagi transzformacio esetén a méretarany minden iranyban
azonos értékii.

A hétparaméteres hasonlosagi transzformaciot elterjedten alkalmazzak
datumtranszformaciohoz, egyszertiisége, hatékonysaga, egyedisége €s
szabatossaga miatt.

A transzformacié harom eltolas, egy meretarany és harom forgatasi
parameter meghatarozasabal all.

Kovetkezésképpen a koordinatak az egyik koordinata rendszerbdl egy masik
koordinata rendszerbe transzformalhatok

- a koordinatarendszer kezdbpontjanak eltolasaval,
- elforgatasok alkalmazasaval és
- a meéretarany megvaltoztatasaval.



Bevezelés

A gyakorlatban a hét transzforméacios parameter nem minden esetben
ismert. Azonban, ha a k6zds pontok koordinatai mindkét koordinata
rendszerben adottak, a transzformacios paraméterek az elbbbiek szerint
meghatarozhatok.

Harom kdz6s pont elegendé a transzformacios paraméterek
meghatarozasahoz.

Néhany népszert hétparaméteres hasonlosagi transzformacios modell
hasznalatos a gyakorlatban, mint a Bursa-Wolf, vagy ismertebb nevén a
Helmert-féle transzformacio, amellyel jelen eléadas targya, vagy a
Molodensky-Badekas.

A hasonlosagi transzformacios modellt gyakran eqyszertsitik, linearizaljak a
paraméterek kbnnyebb kiszamitasa céljabol. A letez6 hétparameteres
modellek megoldasa a hagyomanyos algoritmusok felhasznalasaval a
forgasszogek maghatarozasan alapul. Ujabban a forgasszogeket
kvaterniokkal helyettesitik, az uj modell kettés kvaternion alapul.



Bevezetlés

Az elbadasban ismertejik a kettés kvaternio alkalmazasat a geodéziai
datumtranszformaciéhoz, a Bursa-Wolf hétparaméteres hasonlosagi
transzformacidés modellben.



Datumtranszformacio
kvaternioval

« Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) 1843-ban fedezte fel a

kvaterniokat egy 3D vektor abrazolasara. A kvaternido nagyon alkalmas a
forgatas egysegsugaru gombaon toérténd leirasara.



Datumtranszformacio
kvaternioval

A Q kvaternié komplex szamként a kbvetkezbképpen definialhato

Q=q,+q,/+q,J+q,Kk=q,+q

ahol
i2:j2:k2:—1,ii:—ji:k,jk:_kj:i,ki:_ik:j
és a képzetes resz q: qji T QZj T qj’k

egy 3D vektort jeldl.



Datumtranszformacio
kvaternioval

A Q kvaternio oszlopvektor formaban is kifejezheté az (11 k)

egységvektorok felhasznalasaval

Q= (% q; q- %)T = (% qT)T

9=(9,9,9;)'

egy 3D vektort és T a transzponalast jeldli.



Here as he walked by
on the 16th of October 1843
Sir William Rowan Hamilton
| in a flash of genius discovered
| the fundamental formula for
o quaternion multiplication
, 7= j’= R'= ijk=~I
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Datumtranszformacio
kvaternioval

Miutdn Horn sikeresen alkalmazta a kvaterniot - 144 évvel annak
felfedezése utan - a térbeli tdjekozashoz Horn (1987), a forgatasi matrix
tomor leirdsa tovabba az eljaras hatékonysaga a modszert a figyelem
k6zéppontjaba allitotta.

Jelenleg a kvaterniokat sikeresen alkalmazzak a szilard test mozgasanak
elemzéséehez Josepf at al (2003), Kim at al. (2004) és geodéziai
datumtransz-formaciohoz Yang (1999), Shen at al. (2006), Zeng at al
(2012).

Am, ha a térben egységkvaterniot hasznalunk a forgatas leirdsahoz,
hét transzformacios parametert kell kiszamitanunk, el6szér a forgatasokat
majd a méretaranyt es vegul az eltolasokat.



Datumtranszformacio
kvaternioval

Walker bevezette a kettdés kvaterniokat a hasonlésagi transzformacio
megoldasahoz.

Egyetlen képlet alkalmazasaval a kettés kvaternio valos és kettés
reszének felhasznalasaval kifejezheté a forgatas es az eltolas, lehetévée
teve a hat paraméter eqyidejii szamitasat, azaz a harom forgas szogeét és
a harom eltolasi parametert Walker at al (1991).

Hasonlé megoldast mutatott be Daniilidis (1999). Azonban sem Walker at
al. (1991) sem Daniilidis (1999) sem Vanicek at al. (2002) nem vette
figyelembe a méretaranyt a transzformacio soran.



Kelttds kvaternio

« Willian Kingdom Clifford (1845-1879) tovabb fejlesztette a kvaterniot, a
tizenkilencedik szazadban felfedezte a kettos kvaterniot és alkalmazta

s

« Nagyon kozeli kapcsolat van a kettos kvaternio és a klasszikus térbeli

kinematikdban hasznalatos un. Chasles elmeélet kdzott Chasles (1830),
Murray at al (1994).



Willian Kingdom Clifford




Kettdos kvaternio

A Chasles elmelet szerint barmely merev test transzformacidja leirhato
csavarmozgaskent, azaz egy tengely koruli forgatassal és a tengely
iranyu eltolassal.

Tehat a kettos kvaternio megfelel6 az elforgatas és az eltolas leirasara.

Kovetkezésképpen a /éfez6 megoldasok két csoportba sorolhatok,
nevezetesen iteracids modszerek és zart képletek alkalmazasa.

Iteracios maodszer altalaban forgatasi matrixot hasznal merev test
transzformaciéjahoz, a kezdé ertekek kozelitd ismerete szlkseges a
linearizalashoz, amely gyakran hibat eredményez a szamitasok soran.

Ezzel szemben a zart képletek alkalmazasa esetén sziikségtelen a
kezdeti értekek kozelité ismerete, ezért ez a mddszer napjainkban az
erdeklédes kozéppontjaba kerllt. Legfontosabb eldnye a zart képletek
alkalmazasan alapulé médszernek, hogy a lehets legjobb transzformaciot
biztositja eqy lépésben.




Kettos kvaternio

A kettos kvaternio tulajdonképpen a kvaternid matematika és a kettés
szamelmeélet 0sszelancolasa (concatenation).

Amig egy kvaternid negy skalar értekbdl all, egy kettos kvaternio
nyolc skalar értékbél all.

Kettdos kvatrnio nyolc valés szambol all6 dsszetett adatszerkezetkent
vagy ket kozonséges kvaternio szorzatakéent értelmezheté. Kettés
kvaterniok, kvaterniokbol es kettés szamokbal allnak az alabbiak szerint

~

g=1r+¢&S (1)

az r és s mindketté valodi kvaternio, ezeket valos es kettos résznek
nevezzuk, € a kettés mivelet jele (dual operator)




’ ~ TI | I / o _f ~ 5o & 7
Keltos kvaternio
A kettds kvaternio a valodi kvaterniokhoz hasonléan értelmezhetéd

ot
of2)

(2)

)
Il

ahol az n kettés vektor eqy térbeli 3D egyenest jelbl amely kériil a koordinata
rendszer elforgatasra, illetve amely iranyaba eltolasra kerdil, a 0 az
elforgatas és eltolas kettGs szoget jeloli. Az N kett6s vektor az elforgatas
és eltolds 0 kettds szége az alabbiak szerint adhaté meg:

N=N+¢gdxnN (3)
N 4
0 =0+ “

ahol negy olyan egységvektor, amely meghatarozza a forgatas tengelyét és
az eltolas iranyat



Kettdos kvaternio

Az egyenes 6 szbggel kerll elforgatdsra a P ponton atmené vektor

iranyaban és d tavolsagra ker(l eltolasra az vektor altal meghatarozott
irdnyban.

Osszehasonlitva az egység kvaterniét a kettds kvaterniéval, ugyanaz a
transzformacié hajthaté vegre, elészér eltolva az eredeti koordinata

rendszert d tavolsagra az [ vektor iranyaban majd elforgatva azt &
szoggel.
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Elforgatas és eltolas kettés kvaternioval [Wang at al. ,2014, Fig. 1.]



Kettos kvaternio

A (3) es (4) egyenletet behelyettesitve a (2) egyenletbe az alabbi

egyenleteket kapjuk
0
COS| —
2

| (ej# )
SIN| — [N
>

d .
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d _(6). .
—COS| — | N +SIn
22
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Kettos kvaternio

Az egyseg kvaterniohoz hasonloan definidlhatdo az egyseqg kettos
kvaternio. Kovetkezéskeppen barmely keftés kvaternio megszorozva
egyseg kettés kvaternioval, annak erteke valtozatlan marad. Egység
kettés kvaternio meghatérozésakor az els6 skalar erteke 1 a tobbi het
skalar erteke O.

=[1000]0 00 0] @

Forgatas és eltolas értékekbdl eqgyseq kettos kvaternio az (1) egyenlet
alapjan a kbvetkezdk szerint definialhato:

q

q=

®)

s = itr
2



Kettos kvaternio

« Az r a forgatast leird egység kvaternié és t az eltolast leiro kvaternio,
melynek elemei

R

s=[o t, t, t,]

9)

ahol n a forgatas tengelye, 6 a forgatas szoge és 1, ,ty 1, jeloli az eltolas
koordinatatengely iranyu értékeit. A forgatas és eltolas kettos
kvaternioval a (7), (8) és (9) egyenletek alapjan:

folg) nl3) ls) nn(g 55 4




Kettos kvaternio

A kettés kvaternio az eddig elmondottak alapjan nyolc elembél all,
azonban egy 3D objektum transzformalasdhoz hat fliggetlen valtozo

szlkseéges, kovetkezesképpen a kettés kvaternio nyolc elemébdl kettd
nem flggetlen.

Amint az a (11) és (12) egyenletekbdl lathatd, a kettdés kvaternid
elemeinek az alabbi két kenyszert kell kielégiteniuk:

r'r=1 (11)

r's=0 (12)

Megjeqyezziuk, hogy a ketios kvaterniok az eltolasvektor felével

,2dolgoznak”, hasonléan a klasszikus kvaterniokhoz, amelyek a
forgaszog felével ,dolgoznak”.




)J fum r/:ms zformacio
kettos kvaternioval

Kettbés kavaternio alkalmazasaval a Bursa-Wolf hasonldsagi
transzformacios modell a kovetkezbk szerint irhato fel

N

F(,u, R’,?): S ||Rb, + T -2,-” (13)
-1

ahol a k6zos pontokat leird helymeghatarozo kvaterniok

0 0
a.zzmzi X, b_zing X
"T2la | 2y, | T 2le | 2)Y, (14
7, | 7, |

a két Kkilbnb6zé rendszerben adott kdzds pontok 3D koordinatait
tartalmazza,k az N>3e) egesz szam a ko6z0s pontok szama,

(2 ) jeldli a harom eltolas paramétert, 1 a méretarany tenyezé és
az R a forgatasi matrix.



Datumtranszfonmacio
kettos kvatemioval

Az (5) és (9) egyenlet alapjan a kettés kvaternio valos resze a teljes
forgatas eljarasat megadja, amelyhez tartozo forgatasi matrix az alabbiak
szerint irhato fel

R- ( _FTE) + A7 + k(7))

ahol az [ro r] [ro "1 r2,r3] a forgatast leir6 kvaternio, | egy 3x3
egysegmatrlx és a K(r) 3x3 ferdén szimmetrikus matrix a kbvetkezé alaku

0 -r, 1,

Kir)=| r, 0 -, 4o

-r, 1, O




Datumtranszformacio
kettos kvatemioval

« (15) egyenletben szerepl6 R forgatasi matrix felirhatd a kettés kvaternio
elemeivel

=W (r) Q(r) )




Datumtranszformacio
keitos kvatemioval

.« Azeliolas I vektora ugyszintén kifejezhetd kettds kvaterniéval

t=W(r)'s (19)
ahol
t' =%[0 fT] (20)

Az eddigiek alapjan a datumtranszformacio kettos kvaternioval torténé
megoldasa a kévetkez6 formaban adhatdé meg

(21)




Datumtranszfonmacio
kettos kvatemioval

A (13) egyenlet Ujra felirhatd az r és s kvaterniok kvadratikus fliggvenyként.
A részletes levezetés megtalhato Wang at al. (2014) munkajaban.

F=ur'"Cr+Ns's+us'C,r+s'C,r+u°C, +C, 22

ahol a C1, C2, C3 matrixok tovabba a C4, C5 konstans értékei a kbvetkezd
egyenletekbdl szamithatok: .

C, = —ng(éi) w5,

C,= 2iw 5:)

c,=-2300) &
C, = ii(qiTéi)
Cs = i(qiT —>i )



Datumtranszfonmacio
kettos kvatemioval

* A kenyszereket tartalmazo (11) és (12) egyenletek felhasznalasaval a legjobb
kettés kvaternio _amely megadja a forgatast a kbévetkezé hiba flggveny
minimalizalasaval szamithato

F=uR'C,r+Ns's+us'C,r+s'C,r+u°C, +C, +2,1(rTr —1)+ ﬂLZ(STr)i

(24)
amely fuggvenyben a Al és A2 jel6li a Lagrange multiplikator konstansokat. A

reszletes levezetés elhagyasaval a kbvetkez6 egyenleteket kapjuk Wang at al.
(2014).

Az s kettds kvaternio az r fliggvenyében az alabbiak szerint szamithato.:

__ L

S = (uC,r +Cyr) 25)



JJ tum rmm zZformacio
kettos kvaternioval

A umeéretarany szintén meghatarozhato az r es s fliggvenyeként

rTCIr—LT\IrTCgC2r+ZT\IrTC§C2r} (26)

H=r 2C,

« Az r kvaternid az alabbi A matrix maximalis sajatértékéhez tarozo

sajatvektoraként szamithato

A:%CgCg —(C1+CI) @7)



Datumtranszformacio
kettos kvatemioval

A kettos kvaternio alkalmazasan alapulo datum transzformaciés
algoritmus megoldasa vegezetil az alabbiak szerint foglalhato 6ssze

1) Input adatok a mindkét rendszerben adott kdzos pontok ai és bi
koordinatai

2) A sulypontra vonatkozo6 koordinatak szamitasa (28) egyenlet,

Aa,=a,—-a, , Ab=b-b, (28)

ahol

a, = %27213// bo = %27:117/



3)

4)

5)

NAfr 1ot 1 e=EA e S eilA
Datumtranszformacio
Pry. 2 sondan soe Safe oo
kettos kvaternioval
Az A matrix szamitdsa a Cl, C2 és C3 matrixok valamint a C4 és C5
konstansok felhasznalasaval (23) egyenlet. Ezek utan szamitjuk az A

matrix maximalis sajatertékét, eés a hozza tartoz0 sajatvektort.
Eredményként az r forgatast leird egység kvaterniot kapjuk.

Ezutan a 4 méretarany (26) egyenlet és az S eltolast leiro kvaternio (25)
egyenlet szamitasa kdvetkezik

Végil az R forgatasi matrixot (15) vagy (17) egyenlet, a forgasszégeket
(29) egyenlet, eés a t eltolas paramétert szamitjuk (19) egyenlet




Datumtranszformacio
kettos kvaternioval
« Aforgasszogek, az R forgatasi matrix elemeibdl szamithatok

TRV T . .
_ . 23 _ o _ 12
R=|r, I, | , a,=arc tg(—j , B,=arcsif-r,) , y,=arc [g{—]

I 33 rl]

(29)
ahol a, Bés yaz X, Y és Z tengelyek koruli forgasszdgeket jelolik.

* Mivel sulyponti koordinata rendszerben vegezzik a szamitasokat az sulypont

koordinatak felhasznalasaval a t eltolas parameéter éertéket a (30) egyenlet
alapjan is kiszamithatjuk.

a,=t+ uRAD, (30)
[=a,— uRAb, (31)



Datumtranszformacio
kettos kvatemioval

 Behelyettesitve a (19) egyenletbe a (31) egyenletet, rendezés utan az s

kvaternio a (25) egyenlet helyett egyszeriibben is szamithato

t=W(r)'s — s:t[[\lv(r)ﬁl}T (32



TH2 program

Abbol a celbol, hogy bemutassuk a (15), (17), (19), (23), (25) es (26)
0sszefliggések ervenyesseget megismeteltik Grafarend és Avange (2003)
tovabba Wang at al. (2014) szamitasait.

Az eredmények teljes egyezest mutatnak ugy a transzformacios parameéterek
mind pedig, a transzformalt koordinatak és maradek ellentmondasok
tekintetében.




NB.
NB.
NB.
NB.
NB.
NB.
NB.

TH2 program

A Térbeli Helmert transzformacio kettés kvaternioval térténd
megoldasara J nyelvii programot készitettiik, amely
Windows 32 és 64 bites platformon egyarant futtathato.

Térbeli HELMERT transzformdcid kettds kvaternidval J nyelven
(J602a) és (J804)
Bursa-Wolf hasonldsagi transzformacio
F&ajlb6l torténd atszamitas
Ismert transzformacidés paraméterek: p”~’
Transzformaciés paraméterek kozos pontok alapjan: FKJ tp CKJ
Uj pontok transzformalasa : TH KJ

Home Page: www.|software.com



http://www.jsoftware.com/

TH2 program

J602 - Copyright 1994-2008 Jsoftware Inc., www. jsoftware.com.

Installer; j802a_win.exe
Engine: j602/2008-03-03/16:45
Library: 6.02.056

This computer program is protected by copyright law and international treaties,

) About J8.0.4 >

Engine: j804/j6d/ windows

Release: commercial/2015-12-21 16:12:48
Library: 8.04.15

Gt IDE: 1.4.10/5.4.2

Platform: Win 64

Installer: J304 install

InstallPath: c:/users/pap0005/j64-304
Contact: www.jsoftware.com

Copyright 1994-2016 Jsoftware




TH2 program

Grafarend és Avange (2003)

Coordinate pairs extracted from the local and WGS84 cordinate systems.

Site Local coordinate system {System A) WGS84 coordinate system [ System B)
x ¥ z X Y Z
Solituwde 4157222543 G64789.307 4774952.099 4157870237 664818 678 4775416.524
Buoch Zeil 4149043336 GHAE36.443 4778632.188 4149691.049 GES865.785 4779096, 588
Hohenneu Fen 4172803511 GO0340.078 4758129.701 4173451354 BO0369.375 47585094075
Kuehlenberg A177148.376 642057 635 4760764.800 A177796.064 643026.700 4761228.899
Ex Mergelaec 4137012190 671808029 4791128.215 4137659549 671837 337 4791592 531
Ex Hof Asperg 4146292 729 BEEOS 2887 4783859 856 4146940228 GEEOE2 151 4784324 099
Ex Kaisershach 4138759,902 T02670.738 4785552.196 4139407 506 702700227 4786016.645
KOORDINATA JEGYZEK
Solitude 4157222 .543 664789.307 4774952.099 4157870.237 664818.678 4775416 .524
Bouch Zeil 4149043.336 688836.443 4778632.188 4149691.049 688865.785 4779096 .588
Hohenneuffen 4172803.511 690340.078 4758129.701 4173451.354 690369.375 4758594 .075
Kuehlenberg 4177148.376 642997.635 4760764.800 4177796.064 643026.700 4761228.899
Ex Mergelaec 4137012.190 671808.029 4791128.215 4137659.549 671837.337 4791592 _.531
Ex Hof Asperg 4146292.729 666952.887 4783859.856 4146940.228 666982.151 4784324 .099
Ex Kaisersbach 4138759.902 702670.738 4785552.196 4139407.506 702700.227 4786016.645
n = 7 kozo6s pont



TH2 program

A matrix

4840000812.6107607 6797.3602778054774
6797.3602778054774 1830759441.9190657
4449.1045040902682 1718881883.8685288
11326.777577847242 2336633587.9495964

- 4449.1045040902682 11326.777577847242
~1718881883.8685288 2336633587.9495964
- 51690149.170300066 825686706.84362614

825686706.84362614 2957551221.5213947

sajatértékek, baloldali és jobboldali sajatvektorok

- 0.99999999999182676 3.9126447306007131e 6 8.9927464923568677e 7 4.78917040793199%41e 7

2.420431872102207e_6  0.58473541340706447 0.49123001299988317 - 0.64558312449284594
2.1663738401594803e_ 6 0.7030732528868926 0.70387664657394755 - 0.101220884594855
2.4073178334356714e 6 0.40468814829125416 - 0.51307966314709841 - 0.75695228508252765

4840000812.6641178 1853142281.7415218 1853155553.2837615 4839987541.1218796

- 0.99999999999182676 3.9126447305208904e_6 8.9927464923564823e 7 4.7891704079325023e 7
2.420431872148934e_6  0.58473541340706459 0.49123001299988295 - 0.64558312449284583
2.1663738402155687e_6 0.70307325288689237 0.70387664657394744 - 0.10122088459485468
2.4073178334679565e_6 0.40468814829125405 ~0.51307966314709885 - 0.7569522850825281

maximalis sajatérték

4840000812.6641178




TH2 program

r kvaternidé = a maximdlis sajatértékhez tartozd sajitvektor

- 0.99999999999182676
. 2.420431872102207e_6
2.10663738401594803e_6
2.4073178334356714e_6

R forgatédsi matrix

0.99999999997902367 4.8146251797114124e 6 4.3327593337811685e_6
~4.8146461539525703e_6 0.99999999997669309 4.8408533138640897e_ 6
4.3327360267859272e 6 4.8408741744656066e_6 0.9999999999788971

[ |
|u méretarany |
| |
[ |
|1.0000055825198519|
l J

t eltolés

641.88042527344078
68.655345451901667
416.39818478096277




TH2 program

Dual quaternion-based algorithm

Rotation matrix (R) Translation vector (T) Scale (u)
1000000000 0000004815 —0.MMM04333 (6418805, 68,6554, 4163982 ) 1000005583
0000004815  1.000000000 —0.000004841
0.000004333 0000004841  1.000000000

R forgatédsi matrix

0.99999999997902367 4.8146251797114124e 6 4.3327593337811685e 6
- 4.8146461539525703e_6 0.99999999997669309 4.8408533138640897e 6
4.3327360267859272e 6 4.8408741744656066e_6 0.9999999999788971

Transzformacios paraméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
641.88042527344078 0 0 _0.998497670868 1.0000055825198519
68.65534545190167 O 0 0.893695764500
416.39818478096277 0 0O 0.993087729859



TH2 program

Residuals of each site after transformation.

Site Dual quaternion-based al gorithm
Ax Ay Az

Solitude 0.0939 0.1353 0.1402
Buoch Zeil 0.0588 —0.0500 0.0136
Hohenneu fien —0.0403 —0.0883 —0.0078
Kuehlenberg 0.0197 —0.0213 -0.0872
Ex Mergelaec -0.0916 0.0140 —0.0059
Ex Hof Asperg 00117 0.0067 -0.0549
Ex Kaisershach —0.0292 0.0035 0.0014

MARADEK ELLENTMONDASOK [mm]

PSz ex ey ez e
Solitude 94 135 140 216
Bouch Zeil 59 50 14 78
Hohenneuffen _40 88 8 97
Kuehlenberg 20 22 87 92
Ex Mergelaec 92 14 5 93
Ex Hof Asperg 12 7 55 56

Ex Kaisersbach 29 4 2 30



THZ2 program

Transzformacios paraméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
641.88042527344078 0 0 _0.998497670868 1.0000055825198519
68.65534545190167 O 0 0.893695764500
416.39818478096277 0 0O 0.993087729859

MARADEK ELLENTMONDASOK [mm]

PSz ex ey ez e
Solitude 94 135 140 216
Bouch Zeil 59 ~ 50 14 78
Hohenneuffen _40 88 8 97
Kuehlenberg 20 22 _ 87 92
Ex Mergelaec 92 14 5 93
Ex Hof Asperg 12 7 _55 56
Ex Kaisersbach 29 4 2 30

g =r + Es kettds kvaternid

ro = _0.99999999999182676000 sO = _0.00020124595950307916
rl = _0.00000242043187210221 s1 = _320.93984423488138000000
r2 = 0.00000216637384015948 s2 = _34.32639618885393400000
r3 = 0.00000240731783343567 s3 = _208.19987075258805000000



PSz

Forras

Térbeli HELMERT transzformacio
kettds kvaterniodval

K6zds pontok

rendszer [x y z] -> TRANSZFORMACIO -> Cél rendszer [X Y Z]

Solitude

Bouch Zeil
Hohenneuffen
Kuehlenberg

Ex Mergelaec
Ex Hof Asperg
Ex Kaisersbach

4157222 543
4149043 _.336
4172803.511
4177148 _376
4137012.190
4146292 _.729
4138759.902

664789 .307
688836 .443
690340.078
642997 .635
671808.029
666952 .887
702670.738

KOORDINATA JEGYZEK

4774952 .099
4778632.188
4758129.701
4760764 .800
4791128.215
4783859.856
4785552.196

4157870.237
4149691.049
4173451.354
4177796 .064
4137659.549
4146940.228
4139407 .506

n = 7 kdézdés pont

664818.678
688865.785
690369 .375
643026.700
671837 .337
666982 .151
702700.227

4775416.524
4779096 .588
4758594 .075
4761228 .899
4791592 .531
4784324 .099
4786016 .645

Transzformacios paraméterek

Eltolas
641.88042527344078 0 0
68.65534545190167 0 0

416.39818478096277 0 0

Elforgatas

_0.998497670868

0.893695764500
0.993087729859

Méretarany

1.0000055825198519

PSz
Solitude
Bouch Zeil
Hohenneuffen
Kuehlenberg
Ex Mergelaec
Ex Hof Asperg
Ex Kaisersbach

ex
94
59

_40

20

92
12
29

MARADEK ELLENTMONDASOK [mm]

ey
135
50
88
22
14
7

4

ez
140
14
8
87
5
55
2

e
216
78
97
92
93
56
30

Sulyegység kozéphibaja: m0O = 0.077233660859330686

q =
r

ro
ri
r2
r3

_0.99999999999182676000 sO
_0.00000242043187210221 s1
0.00000216637384015948 s2
0.00000240731783343567 s3

r + Es kettds kvaternid

S

_0.00020124595950307916
_320.93984423488138000000
_34.32639618885393400000
_208.19987075258805000000

rogram

TH2 p



TH2 program

Wang at al. (2014)
Point features extracted from two neighboring LIDAR point clouds.

Mo Reference station Unregistered station
X ¥ r X ¥ T
1 —91.406 53.344 8320 —49.007 54.453 0.978
2 91297 53,222 0916 —-47.365 54435 -6, 242
3 —B0.158 24 280 8948 -36.514 13.733 3.642
4 —-60.135 24278 1521 —34. 881 13.859 —3.608
5 - 56298 -19.186 G700 -53.378 —25872 -4 187
B — 132659 — 2677 -1.444 —7.324 —32.695 —-1.389
7 —4 666 17.245 -1.605 9.587 —19.650 2.449
8 — 49934 14.297 27119 —36.532 0319 21.980
9 — 527659 11.523 255906 —-39.932 —-1.307 19.965
10 — 72929 —8.630 27.146 —-B7.051 —-83.834 15.017
11 — 465000 -30.291 23078 —54.124 —40.688 13.216
12 - 52581 —-22.934 5676 -51.943 —30.962 —3.965
13 - 584972 —17.511 18.862 ~-57.712 —-23376 8.397
14 — 55429 -26.155 23077 —59.650 —32625 12.037
15 —55.313 -26.131 23039 -59.512 32705 12071
16 —63.467 27.962 26981 —-41.466 18246 21.085
17 - 57673 22 069 25782 —39.133 10234 20,247
18 — 49687 14.083 — 3666 —29.781 —0026 —8.062




THZ2 program

KOORDINATA JEGYZEK

1 _49.007 54.453 0.978 91.406 53.344 8.320
2 _47.365 54.435 6.242 - 91.297 53.222 0.916
3 36.514 13.733 3.642 60.158 24.280 8.948
4 34.881 13.859 _3.608 60.135 24.278 1.521
5 53.378 25.872 4.187 56.298 19.186 5.700
6 7.324 32.695 1.389 13.269 2.677 _1.444
7 9.587 ~19.650 2.449 _4.666 17.245 ~1.605
8 36.532 0.319 21.980 _49.939 14.297 27.119
9 39.932 ~1.307 19.965 52.769 11.523 25.906
10 67.051 8.834 15.017 72.929 8.630 27.146
11 54.124 _40.688 13.216 _46.500 30.291 23.078
12 51.943 30.962 3.965 52.581 22.934 5.676
13 57.712 23.376 8.397 58.972 17.511 18.862
14 59.650 32.625 12.037 55.429 26.155 23.077
15 59.512 32.705 12.071 55.313 26.131 23.039
16 _41.466 18.246 21.085 63.467 27.962 26.981
17 39.133 10.234 20.247 57.673 22.069 25.782
18 29.781 0.026 8.062 _49.687 14.083 3.666

n = 18 ko6zos pont



TH2 program

A matrix

18959.85444877778 214.38010388888878

. 214.38010388888878 9107.9632554444452 3745.2986920000003  2132.828107111111

2032.9112862222223 3745.2986920000003

9781.7721873333339

. 2132.828107111111 1512.8409907777782 15046.481557222225

2032.9112862222223 9781.7721873333339

5194.5903638888904 1512.8409907777782

sajatértékek, baloldali és jobboldali sajatvektorok

~0.9611777758345228

0.

24754192098248473

0.036681390786963967 0.25466018309102495

- 0.10309160306701531

0.083230631518981357 0.089067067848070738
0.93964274280843973 0.22555305940157894

~0.1209704115139959 0.2031575900673446 0.96616006671422539
- 0.25330590239630596 0.92695056396901843

- 0.26243317523212017 0.087906770537306583

21763.935590130524 18442.082351569399 9341.0348106536367 6019.1815720925424

~0.9611777758345228
0.036681390786964016
- 0.10309160306701531
- 0.25330590239630596

0.
0.
0.
0.

24754192098248479
25466018309102473
12097041151399587
92695056396901865

0.083230631518981385 0.089067067848070738
0.93964274280843962 0.22555305940157894
0.20315759006734457 0.96616006671422539

- 0.26243317523212045 0.087906770537306556

maximdlis sajatérték

21763.935590130524




THZ2 program

r kvaternié = a maximdlis sajatértékhez tartozd sajatvektor

~0.9611777758345228
0.036681390786963967
- 0.10309160306701531
- 0.25330590239630596

R forgatasi matrix

0.85041648237653222
0.47938092098416463
0.2167619410752254

- 0.49450709449998764 0.179595489897451061
0.86898119076225433 0.12274209831100616
0.018287252133517763 0.97605319389401402

UL méretarany

1.0003854423961862

t eltolés

22.96560847319914
29.396248211336868
2.2651953650426488




THZ2 program

Dual quaternion-based algorithm

k1

Translation vector (T} Scale factor (5]
—229656, 293962, —2.2652 1000385435

Eotation matrix (R)

0850416493  —0.494507078 0.1 79595486
0479380907 0868981201 0122742085
0216761931 0018287246 0976053196

R forgatédsi matrix

0.85041648237653222  0.49450709449998764 0.179595489897451¢61
0.47938092098416463 0.86898119076225433 0.12274209831100616
. 0.2167619410752254 0.018287252133517763 0.97605319389401402

Transzformacidés paraméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
_22.96560847319914 7 10 3.072626208203 1.0003854423961862

29.39624821133687 10 20 _46.316865945584
2.26519536504265 30 10 38.975171224272



Transzformaciés paraméterek
Eltolas Elforgatas Méretarany
_22.96560847319914 7 10 3.072626208203 1.0003854423961862
29.39624821133687 _10 _20 _46.316865945584

_2.26519536504265 30 _10 _38.975171224272 ﬁq
________ o
MARADEK ELLENTMONDASOK [mm] 5\
PSz ex ey ez e
1 14 7 1 16 (l
2 14 _14 1 20 /-B
3 11 9 _10 17 :\
4 10 5 1 11 3
5 32 21 5 39
6 3 32 9 33 (-J.,
7 17 33 12 39
8 1 1 5 6 Q
9 _65 _39 6 76 1
10 12 _35 47 60
11 9 17 _42 46
12 _30 _18 _17 39 Q
13 19 60 _14 64
14 _19 _62 57 86
15 66 "39 14 78 ’\
16 14 1 0 14 (1
17 10 57 21 61
18 50 19 13 55 e
e h
Sulyegység kozéphibaja: m0 = 0.030147998487098711 1\
q = r + Es kettds kvaternid I

r S

ro = _0.96117777583452280000 sO = _1.64956472764118560000
rl = 0.03668139078696396700 s1 = 14.87689913731836300000
r2 = _0.10309160306701531000 s2 = _11.17730288943721600000

r3

_0.25330590239630596000 s3 = 0.44399465910073477000




Térbeli HELMERT transzformacio
kettds kvaternidval
K6z0s pontok

PSZ Forras rendszer [x y z] -> TRANSZFORMACIO -> Cél rendszer [X Y Z]
KOORDINATA JEGYZEK
1 _49.007 54.453 0.978 _91.406 53.344 8.320
2 _47.365 54.435 _6.242 _91.297 53.222 0.916
3 _36.514 13.733 3.642 _60.158 24.280 8.948
4 _34.881 13.859 _3.608 _60.135 24.278 1.521
5 _53.378 _25.872 _4.187 _56.298 _19.186 5.700
6 _7.324 _32.695 ~1.389 _13.269 _2.677 _1.444
7 9.587 ~19.650 2.449 4.666 17.245 ~1.605
8 _36.532 _0.319 21.980 _49.939 14.297 27.119
9 _39.932 _1.307 19.965 _52.769 11.523 25.906
10 _67.051 _8.834 15.017 _72.929 _8.630 27.146
11 _54.124 _40.688 13.216 _46.500 _30.291 23.078
12 _51.943 _30.962 _3.965 _52.581 _22.934 5.676
13 _57.712 _23.376 8.397 _58.972 _17.511 18.862
14 _59.650 _32.625 12.037 _55.429 _26.155 23.077
15 _59.512 _32.705 12.071 _55.313 _26.131 23.039
16 _41.466 18.246 21.085 _63.467 27.962 26.981
17 _39.133 10.234 20.247 _57.673 22.069 25.782
18 _29.781 _0.026 _8.062 _49.687 14.083 _3.666
n = 18 k6zds pont
Transzformaciés paraméterek
Eltoléas Elforgatas Méretarany

_22.96560847319914 7 10 3.072626208203 1.0003854423961862

29.39624821133687 _10 20 _46.316865945584
2.26519536504265 30 _10 _38.975171224272

©oO~NOOUAWNE

MARADEK ELLENTMONDASOK [mm]

PSz ex ey ez e
14 7 1 16
14 _14 1 20
11 9 _10 17
10 5 1 11
32 21 5 39

3 32 _9 33
17 33 12 39
21 1 _5 6

_65 _39 _6 76
12 35 47 60
9 17 _42 46
_30 _18 17 39
19 60 _14 64
19 62 57 86
66 39 14 78
14 1 0 14
10 57 21 61
50 19 13 55

Sulyegység kozéphibaja: mO = 0.030147998487098711

q = r + Es kettds kvaternid
r

1.64956472764118560000
14.87689913731836300000
11.17730288943721600000

0.96117777583452280000 sO =

ro =
ri

0.03668139078696396700 s1 =

0.10309160306701531000 s2 =
0.25330590239630596000 s3

r2 =

0.44399465910073477000

TH2 p

r3 =

i,

rogram



=g

Osszefoglalas

Egy merev test 3D téerbeli transzformacioja, kilonosen a téerbeli tajékozas az
egyik legfontosabb és legkritikusabb feladat a geodéziaban,
fotogrammetriaban, navigacioban, a lézerszkenner és LIDAR mérések
feldolgozasaban, robotkar manipulalasaban, az animacioban, tdbbek kozott.

Jelenleg a térbeli forgatasok meghatarozasanak legnépszeriibb modszere
a forgatasi matrix, Euler szogek, Rodrigez vektor és kvaterniok
alkalmazasa.

A forgatasi matrix Ujranormalizalasa nehézkes, az Euler szdgek
alkalmazéasa szingularitasokhoz vezet és a Rodrigez vektorok
alkalmazasa sem valosithato meg eqy egyszerti szamitasi algoritmussal.



Osszefoglalds

Kvaterniok alkalmazasa latszik megfelelének a 3D forgatas leirasahoz
keveés szamu parameéterrel.

Egysegkvaterniot alkalmazva a térbeli forgatas leirasara, hét
transzformacios parameétert kell meghataroznunk, nevezetesen el6szér a
harom forgasszoget, ezutan a méretarany parametert, es vegil a harom
eltolas vektort.

Az elbadasban bemutatott modszer kettés kvaterniot alkalmaz a térbeli
forgatasi matrix eés az eltolasvektor meghatarozasahoz.

Ismerteti a kettds kvaternio alapu geodéziai datumtranszformacio

megoldasat linearizalassal a Bursa-Wolf datumtranszformacios modellben.



Osszefoglalds

Zart keplet felhasznalasaval, a kettés kvaternioé valos és kettés részének
meghatarozasaval szamitottuk az elforgatast és az eltolast, azaz hat
transzformacids parameter értékét szimultan hataroztuk meg.

Bemutattuk a feladat megoldasahoz felhasznalt modszert, es egyenleteket.

Az eljaras hatekonysagat és alkalmazhatosagat 7 kdzos pont esetében
helyi és WGS84 koordinata rendszerek kdzotti, tovabba 18 k6zos pont
eseten szomszedos LiDAR allaspontok kdzo6tti transzformacion
teszteltik.

A szamitasok azt mutatjak, hogy a kettés kvaternio gyors és megbizhato
eredmeényt ad.



Osszefoglalds

 Ennek az algoritmusnak a legnagyobb elénye, hogy tetszbéleges nagysagu
szdgelfordulasok esetében is alkalmazhatd a transzformacios
paraméterek szamitasahoz.

« A bemutatott megoldas eredményeként az r kvaternié o:f1.12,13 elemeit
egy valodi szimmetrikus matrix sajatvektorahoz tartozo6 maximalis
sajatértekenek meghatarozasaval szamitjuk.

Befejezésként megallapithatjuk, hogy a kettés kvaternio felhasznalasan
alapulo algoritmus alkalmas a hasonlésagi transzformacio
paramétereinek szamitasahoz.

A bemutatott megoldas egy uj valaszthaté modszer a hasonlosagi
transzformacio rovid leirasara.



Osszefoglalds
J
PAPP ERIK

KVATERNIO TRILOGIA

2013

GEODEZIAI DATUMTRANSZFORMACIO KVATERNIOVAL

2015
GEODEZIAI DATUMTRANSZFORMACIO ITERACIOS MEGOLDASA

KVATERNIOVAL

2017
KETTOS KVATERNIOVAL GEODEZIAI ALKALMAZASA

J




Osszefoglalés

Hamilton-féle kvaternio
négy skalar valtozo

Q;% + (/Ji}", q,/+q;K=q,+q

valos komplex

Clifford-fele kettos kvaternio

nyolc skalar valzozé
kettos rész

Z7:r+g§

valos / kettés miivelet (dual operator)

0 (0 (0 . (9) t,
= (g =|COS| — n,sin| — nysm — n,sin| — 0
{ (ZJ (Zj (ZJ 2 2



Osszefoglalés

Térbeli Helmert-féle transzformacio

a,=t+ uRAb,

Kettds kvaternioval

a, =W(r) s+ W (r) Q(r)b,

Friedrich Robert Helmert
(1843-1917)
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